Ma‘\e'\m‘hl’. D&'ﬁjajt} Qﬁ.:iOZ

Matematik Diinyasi

Distribiisyonlarin Tarihsel
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I) Giris

Bu yazmin amaciy, distribiisyonlar teorisi-
nin nasil geligtigini kapsamh bir bigimde an-
latmak degildir. Ogzellikle de matematikgilerin
caligmalarinda konunun nasil geligtigine dair
ayrintilara girmeyecegim, zira teknik igerik giderek
hizla artar ve ilgi alamimm digina ¢ikip boyumuzu
agabiliriz. Ancak, matematikci olmayip da ben-
zer kavramlarn formel hesaplarinda hig gekinmeden
kullanmig olan Heaviside ve Dirac'in katkilarimi
daha ayrintih olarak sunmay: tercih edecegim. Bu-
rada amacim, Laurent Schwartz’in gelistirdigi dist-
riblisyonlar teorisinin ortaya gikiginda her ikisinin
oynadigl onemli role dikkat gekmektir. Yazimin
kabul edilebilir uzunlukta kalabilmesi ve oku-
yucuyu sikmamas: icin bdyle bir tercih yaptim.
Deginemedigim konulara merak duyabilecek oku-
yucular i¢in, bulabildigim ve yararlandigim kay-
naklari, yazinin sonunda bulabilirsiniz.

Distribiisyonlarin, ya da diger adiyla ge-
nellestirilmig fonksiyonlarin, matematiksel bir konu
olarak ortaya gikiglar 20. yiizyilm ilk yarisina te-
kabiil eder. Ilk kez distribiisyonlarin matematiksel
tanimim verip ozelliklerini aynntilariyla kamtlayan
fransiz matematikgi Laurent Schwartz (1915-2002),
bu calismas: nedeniyle 1950 yilinda Fields Ma-
dalyasi'na layik gériildii. Benzer bir matematiksel
teoriyi Sovyetler Birligi'nde Sergei Sobolev (1908-
1989) daha 1936 yilinda kismi tiirevli hiperbolik
diferansiyel denklemlerde Cauchy probleminin in-
celenmesiyle ilgili olarak yaptig1 bir calismasinda
gelistirmistir([So]). Ancak, hem o yillarda “demir
perde” iilkelerinde yapilan ¢ahsmalarin “bati” diye
adlandirilan dimyanin diger iilkelerinde duyulma-
lariim geg ve sinirh olmasi, hem de L.Schwartz'mm
teorisinin cok daha genis kapsamli olmas sebebiyle,
Fields Madalyas1 sadece ona verilmistir.

Oysa matematikgileri distribiisyonlarin teorik
bir yapiya kavusturulmasina itecek olan Heaviside
fonksiyonu, onun tiirevi olan Dirac “fonksiyonu”
ve daha ist dereceden tiirevleri yillardir fizikgiler
ve mithendisler tarafindan, yapilan hesaplarin ma-
tematiksel olarak anlamli olup olmadiklar: hig sor-
gulanmadan kullamliyordu. Séziinii ettigimiz Di-
rac “fonksiyonu”, ya da “Dirac deltast”, elektrik

miihendisligi ya da fizik boliimlerinde okuyan tiim
ogrencilerin agina olduklar: son derece tekil, tabiri
caizse “el yakan” bir nesnedir. §oyle ki, tanimim
hatirlatirsak:

5(z) =0 VzeR\{0}
/ st 1.

—00

Yukarida verilen nesnenin matematiksel an-
lamda bir fonksiyon olarak tanimlanmasi, ana-
liz dersini iyi kotli kavramig hi¢bir matematik
Ogrencisi igin kabul edilemez: 20. yiizyihn ilk
yansmm matematiksel alandaki bir diger dev iler-
lemesi olan Lebesgue integrasyonu teorisine gore
biliyoruz ki bdyle bir fonksiyon hemen hemen
her yerde sifirdir. Oysa diin oldugu gibi bugiin
de gerek mithendislik gerekse fizik egitimi géren
ogrenciler bu ifadeleri giinliik hesaplarinda hicbir
endigeye kapilmadan kullanmaktadirlar. Kendim
de béyle bir egitimi (elektrik miihendisligi) almig
oldugumdan bu celigkiyi birkag yil yasadim, ta ki
son simfta segmeli bir derste “distribiisyon” kav-
ramiyla tamsana kadar... ,

Sozuinii ettigimiz geligskiyi ornekleyecek olur-
sak, basit bir elektrik devresini ¢alistirmak igin
devreye pil ya da elektrik enerjisi veren bir jene-
rator baglandigi an t = 0 olarak alimir. Devrenin
davramgimn t’'nin sifirdan bliyik esit oldugu za-
manlarda ya da pozitif reel eksenin herhangi bir
altkiimesinde incelenmesi istenir. { < 0 i¢in ise
sanki “big bang” Gncesiymis gibi hergey sifirlanir.
Gerek enerji kaynagimin devreye sokulugunun ge-
rekse elde edilen g¢oziimlerin sadece t > 0 icin
gegerli oldugunu ifade etmek igin Heaviside fonksi-
yonuyla carpilirlar:

H(t)={0 t<0

1 t>0

Goriildiigii gibi, Heaviside fonksiyonunun ¢ = 0
noktasinda birinci tiirden bir sureksizligi vardir
(vani sagdan ve soldan limitleri var fakat esit
degiller; bir diger deyigle fonksiyon bu noktada
bir sigrama yapiyor) ve tiirevi de bu noktada
tamimlanmamigtir. Bunun bir matematikgi igin
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Onemi yoktur, ¢iinkii ilerde gorecegimiz gibi, bir
distribiisyon olarak ele alindiginda bir fonksiyo-
nun hemen hemen heryerde tanimlanmis olmasi
yeterlidir. Oysa bu kavramlarla tanigmanmug olan
miihendislik 6grencisi ya da fizikci, bu konuda bir
rahatsizhik duyar, ciinkii bilir ki hesaplarinda bir
noktada tanimlanmarms olan bdyle bir fonksiyonun
en az birinci dereceden, hatta belki de ikinci dere-
ceden tiirevini almak durumunda kalacaktir. Iste o
zaman igler sarpa saracaktir. Hog, Heaviside fonk-
siyonunun tiirevinin Dirac “fonksiyonu” oldugu
tim mithendislik ve fizik kitaplarinda vardir, fa-
kat ancak distribiisyon olarak ele alndiklarinda
kanitlanabilecek olan bu ifadenin matematiksel bir
kanmitim 19. yiizy1l teknikleriyle vermek miimkiin
degildir. Iste bu nedenledir ki 20. yiizyihn basinda
Lebesgue integralinin de matematikgilerin alet ku-
tusuna katilmasiyla birlikte bu paradoksal duruma
son verme imkan ortaya gikmigtar.

Ancak, distribiisyonlar teorisine olan gerek-
sinim yalmzca fizikte ve miihendislikte ortaya
ctkmamigtir. Matematikgiler, ozellikle -de 1920-
30’Iu yillarda kismi tiirevli diferansiyel denklem-
lerle ugrasan ekoller de arayis icerisindeydiler. Ta
ki Laurent Schwartz 1944’den itibaren makalelerini
[S1, S2, S3] yaymlamaya baslayip 1950-51’de de
iki cilt halinde distribiisyonlar teorisi fizerine bir
klasik olan “Théorie des Distributions” kitabmi
¢ikarana kadar.

Simdi 6nce 19. yiizyilda yaptign cahismalarla
bu alanda &nciiliik etmis, ayrica bilim insam ola-
rak da yasam, goriigleri ilging olan Oliver Heavi-
side hakkinda detayl bilgi vermek ile baglayalim:
Asafida da ayrica belirtecegim gibi, “Dirac deltas)”
adiyla yukarida tanimladigimiz “fonksiyon”u, biraz
degisik bir bigimde de olsa, ashnda Dirac’tan ¢ok
once Heaviside da kullanmisti!

II) 19. Yiizyil ve Oliver Heaviside

Oliver Heaviside (1850-1925) yoksul bir aile-
nin ¢ocugu olarak Londra’da diinyaya geldi. Kendi
kendini egiten Heaviside, amcasi Charles Wheats-
tone (elektrik miithendisliginde 6nemli bir elekt-
rik ‘devresi olan “Wheatstone kopriisii"niin mu-
cidi olup o siralarda Londra Universitesine bagh
tnli King’s Koleji'nde profesérliik yapiyordu)
aracihfiyla Newcastle’da Anglo-Danish telgraf
sirketinde telgraf operatérii olarak is buldu. Yeni
kegfedilmis olan telefon iletisimine biiyiik ilgi duy-
maya bagladi. Ayrica bilim diinyasinda yeni olup
yanki yaratan Maxwell teorisini ve 19. yiizyil fi-
zikcilerinin kullandify matematiksel yontemleri
miitkernmel bir bigimde 6grendi. 1873 yilinda Whe-
atstone kopriistiniin 6zelliklerini kullanarak ters
yonde hareket eden iki sinyali aym anda aym hat
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uzerinden nasil génderilebilecegini kesfetti. Gide.
rek artan bir sagirlagma yagsamaya bagladigindan
1874’te Anglo-Danish sirketinden ayrilip Londra’ys,
ebeveynlerinin yanina déndii. Yagsammnm geri ka-
lan kisminda maagh olarak higbir yerde caligmad;.
Yakin ailesinin yardim ve devletten aldigi kiigiik
bir maasla gecindi.

Oliver Heaviside (1850-1925)

Ancak Heaviside’m bilimsel iiretkenligi tiiken-
medi, aksine bag dondiiriicii bir bigimde artti
(1889 ve onu izleyen on-onbes y1l boyunca ayda
iki-i¢ makalesi yayinlaniyordu)! Heaviside’in bi-
lim gevrelerinde biiyiik yank: nyandiran ¢aligmas,
1885-1887 yillan arasinda Electrician adli der-
gide yayimlanan “Elektromanyetik Endiiksiyon ve
Yayilim1” baglikh bir dizi makalesiydi. Yukarida
da belirttigim gibi, Maxwell'in teorisine biiyiik
ilgi duydu ve basitlestirilmesi i¢in ugrasti. Ma-
xwell’in denklemlerini bugiin bildigimiz haliyle ilk
veren, Heaviside’dir. 1901 yilinda radyo dalgalanm
¢ok uzun mesafelere gondermenin miimkiin oldugu
anlagildiginda atmosferin {ist kisminda iyonlagms
yansitici bir tabakanm varhigim Kennelly ile bir-
likte ilk 6ngéren Heaviside oldugundan bu tabakaya
onceleri Kennelly-Heaviside tabakas: denmis, son-
radan da iyonosfer olarak degistirilmistir. Yaptig1
galismalar diinyaca tamnmasma neden olmus,
cesitli odiillere layik goriilmiistiir: 1891’de Bri-
tanya'nin {inlii bilim akademisi olan Royal Society’e
iye secilmig, 1905 yiinda Almanya’nin 6nde ge-
len {iniversitelerinden Géttingen’den fahri doktora
almig, 1908’de Britanya’daki Institute for Electri-
cal Engineers'in ve 1918’de de American Institute
of Electrical Engineers’in onursal iiyesi secilmistir.
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Distribiisyon Nedir?

Bu boliimde olakildigince kisa olarak distribiisyon-
lan tamtmaya galisacagiz. Yazimizda distribiisyon-
lann “uygun” fonksiyon uzaylarinda tammlanan
stirekli lineer fonksiyoneller oldugunu sGyledik.
Simdi bu sOylemimizi teknik ayrmtilar icinde
bogulmadan biraz agalim.

Matematikeiler “uygun” fonksiyon uzayim test
fonksiyonu uzay: diye adlandiriyorlar. Distribiisyon-
larin da ne derece tekil olduklarin1 bu uzaydaki
fonksiyonlar {izerinde sanki test ediyormusguz gibi
diiglinebiliriz. Test fonksiyonu uzayinn segimi, in-
celenen probleme baghdir. Ancak hepsi birer topo-
lojik vektdr uzayidir. Bir test fonksiyonu uzayinda
tamimlanan distribiisyon da siirekli lineer fonksiyo-
nel oldugundan test fonksiyonu uzaymmn diiali olan
uzaymn elemandir. Diger bir deyigle distribiisyonlar
da topolojik vektdr uzay: olugtururlar.
Uygulamalarda, dzellikle de fizik ve miithendislikte,
en stk kullanilan test fonksiyonu uzaylan © ve (La-
urent Schwartz’a atfen) 8 dir. Bu uzaylara tekabiil
eden distribiisyon uzaylan da sirasiyla ' ve &'
olarak gosterilmektedir.

Once D ve 8 uzaylarim ele alalm. Bu iki uzay-
daki test fonksiyonlarmin ortak ozellifi, sonsuz
kere siirekli olarak tiirevlenebilmeleridir. Matema-
tik yaziminda bu fonksiyonlarin kitmesi €*° olarak
gosteriliyor.

Test fonksiyonlarimin ikinci 6zelligi ise, argiiman-
lar sonsuza gittiginde fonskiyonlarn “hizla” sifira
gitmeleri. Bu hizla sifira gidig ® uzaymda gok radi-
kal bir bigimde saglamyor: Fonksiyonlarin sifirdan
farkh oldugu kiime tikiz, yani kapal ve simrh. Bir
drnek verelim: kolaylik olsun diye D = D(R%)'de
d =1 olarak alalim.

e . z| <1ise
f(z) = ®P(zoy) lal <1i
0 |z| > 1 ise

geklinde tamimlanan f fonksiyonunun €% oldugu
ve tikiz [—1,+1] kiimesinde sifirdan farkli oldugu,
dolayisiyla f € D(R) yazilabilecegi agikiir.

Bir bagka 6rnek daha alahm: Eger a,f : a<f ’

iki gercel say1 ise

flz) = exp(=ay@=py) € [ hlise
d z ¢ [Ot., ﬁ} ise

seklinde tanimlanan fonksiyonun €®ve [a, f] tikiz
kiimesi diginda sifir oldugundan D(R) uzayinda
oldugunu goruriz.

8 uzaymndaki test fonksiyonlarmm da C* ol-
duklarimi biliyoruz. Bu fonksiyonlar ayni. za-
manda “hizla azalma” ozelligine sahiptirler. “Hizla”
sifatiyla belirtilmek istenen sudur: Argiiman son-
suza gittiginde (|z| = oo), fonksiyonun kendisi ve

tiim tiirevleri, olabilecek en list dereceli polino-
mun tersinden daha hizhi sifira giderler. Bu 6zelligi
matematiksel olarak

sup|z™ - f™M(z)| <00 VmEN,VneN
zeR

seklinde yazabiliriz. Burada f (n) f fonksiyonunun
n. dereceden tiirevini gosteriyor. 8 uzaymdaki test
fonksiyonlarmna tipik bir ornek olarak exp(—z?),
yani Gauss fonksiyonu verilebilir. Aynca D
uzaymn 8’in bir altuzay1 oldugu agiktir.

Son olarak distribiisyon kavraminin tanimim ele
alahm. ® C § oldugunu biliyoruz. Diial uzay-
larda 8’ € D' oldugundan dogrudan D’ uzaymndaki
distribiisyonlara odaklanahm. Bu amagla énce D
uzaymda yakinsamanin ne demek oldugunu gorme-
miz gerekiyor:

Tamm 1. {(fatnens; D(R) uzayinda bir
test fonksiyonu dizisi olsun. Agagidaki kogullar
saglamyorsa bu dizinin bir f € D test fonksiyonuna
yakinsadigim s6yleriz:

i) Oyle bir O € R tikiz kiimesi var ki

supp fn CO VneN;

i) Vp € N, {(/)P}nen- dizisi f®)ye diizenli
yakinsar.

Burada supp(f), f'nin sifirdan farkh oldugu kapah
kiimedir.

D uzayinda yakinsama kavramimin bu gekilde
anlagilmasi gerektigini hatirda tutarak 2’
uzaymdaki distribiisyonlarn tammini verelim:

Tanim 2. D uzay: iizerindeki her siirekli lineer
fonksiyonele distribisyon denir.

Daha acik bicimde yazarsak, Vf € D i¢in T € @,
T(f) ya da < T, f > olarak yazilan sanal bir say1
verir, Oyle ki:

i) (lineerlik) Vf,g € © ve VA € C igin

T -f+9) =X T(f)+T(g),

ii) (stireklilik) {(f)n}nen+, D uzayinda verilmis
ve n — oo igin f € D fonksiyonuna
yakinsayan bir test fonksiyonu dizisiyse

Tim T(fa) = 7(f)

esitlifi gegerlidir.
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Heaviside, Onsezisi son derece giigli bir bi-
lim insaniydi. Yaptigi hesaplann matematiksel
olarak titizlikle kamtlanmasi gibi bir endigesi
yoktu. Ornegin, kullandig1 bir serinin iraksak ol-
masl, ya da denklemlerinde fraksiyonel kuvvetler
iceren diferansiyel operatorlerin olmasi onu hig
endigelendirmiyordu. Kullandig1 yontemler zaman
iginde “Symbolic/Operational Calculus” (Sembo-
lik/Operasyonel Hesap) adim almig ve fiziksel onse-
ziyi her zaman matematiksel kamtlardan daha
tnemli gormiistii. Heaviside’a gore, matematiksel
kamtlarla ugrasmak fizikcinin galigmasinda ona
ayak bag1 oluyordu:

Thtimamly kanatlar formiile etmek i¢in durmak zo-
runda kalmak, fiziksel-matematiksel aragtirmalar
durdurur... fiziksel problemleri ¢ozerken herseyden
dnce titiz formilasyonlara gereksiz gésterige yer
olmamalidir... Problemin fiziksel oziint berta-
raf ederek onu saf matematiksel bir ahgtirmaya
déniigtiirme pratifinden olabildigince uzak durul-
malidar... Savlarla ve sonuglaryla yapilan bir fizik
arastwrmasindan daha ¢ok nefret edilecek ne olabi-
lir? Soyut matematikte bile bu yeterince berbattur,
ve umarm ki titiz kamtlarla ugrasanlar Fourier,
Thomson ve Tait, Mazwell ya da Rayleigh’den ders
alirlar da, az biraz hayal giict katarak anlattiklarin
daha ilging hale getirirler... [yakwnsak seriler ve
tam sayr dereceli tiirevler] cok daha anlasilmast
gii¢ ve iyi anlagilmamas sorulardir, érnedin irak-
sak serilerin, kesirli dereceli tirevierin ya de integ-
rasyonlarm ve tlgili konularin anlama ve gergekie
manipulasyonlar gibi. Yakinsak serilerle ve tam
say dereceli tiirevlerle ¢aligmak, ve wraksak serilere
ve kesirli dereceli tiirevlere anlamstz ve pratik ola-
rak faydasizmag gibi bakmak, hatta sanki yoklarmas
gibi tamamen gérmezlikten gelmek ahgilagelmis tu-
tumdur... Eder hazim siirecini tam enlamiyorsam
yemek yemeyi red mi edecefim? Sonugtan tatmin
oluyorsam elbette ki haywr. Benzer bir bigimde bir
fizikei, uyguladin testler vasitaswla, elde ettigi
sonuglarin dogrulugundan tatmin oluyorsa, titiz
olmayan yéntemler yararh ve tatmin edici bigimde
kullanabilir. [H2, paragraf 222-225]

Oysa 19. yiizythn sonunda matematik
diinyasinda Riemann, Poincaré ve Ozellikle Wei-
erstrass’mn bagim cektigi epsilon-deltali “rigorous”
matematik agirhgm koymus, yeni nesiller bu
yaklagimla matematikgi egitimini tamamlamiglardi.
Bu nedenle, Heaviside’in iki makalesinin basildig
[H3] iinlii “Proceedings of the Royal Society”, wrak-
sak serilerin kullamldig iigiincii bir makaleyi geri
cevirdi, ve bir daha higbir makalesini yaynlamadu.
Heaviside bu tutuma ¢ok tiziildii:

Cambridge matematikcisi olmayan insanlar bile
adalete layktir, fakat cok korkarum bunu her za-
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man alamayorlar, ézellikle de algak goniilli ve uysal
olanlar, ve de tepeden bakilmaktan gekenler. [H2,
paragraf 226]

Heaviside, sembolik hesap yontemlerinin dogru
olduguna inaniyordu giinkii dogru sonuglar elde ede-
biliyordu. Dénemin énde gelen matematikgileriyle
giristigi tartismay kaybeden taraf o oldu, giinkii he-
sap yontemlerinin matematiksel agiklamasim vere-
bilecek durumda degildi. Geligtirdigi teorinin red-
dedilmesi onun moralini olumsuz yonde etkiledi,
yasaminin sonuna dogru ruhsal dengesini 6nernli
olglide yitirdi.

Proceedings of the Royal Society dergisinin
yayin kurulunda iilkenin meghur Cambridge Uni-
versitesinin seckin matematikgileri de bulunu-
yordu. Bunlardan Edmund Whittaker, Heaviside’mn
Slitmiinden ii¢ y1l sonra gdyle yazmaktan kendini
alamayacakt: .

Otuz yildan sonra geri donip tartismaya bakbifimiz
zaman, bugiin [Heavisidein] Operasyonel Hesabin
Poincaré’nin otomorfik fonksiyonlarin kesfiyle ve
Ricci'nin tansérel hesaby bulmasiyla birlikie on-
dokuzuncu yiizyshn son ceyreginin en dénemli
ti¢ matematiksel ilerlemesi olarak tarwmamiz ge-
rekiyor. Onun uygulamalar, genisletilmelery ve
dogrulanmalar: giiniimdiziin matematiksel etkinlik-
lerinin hatiry saylur bir bolimini olugturmaktadir.
[H1, sayfa XXX]

Gergekten de yirminci yiizyihn bagindan iti-
baren gerek Avrupa’da gerekse ABD’de Heavi-
side’in gelistirdigi Symbolic (ya da Operational)
Calculus bir¢ok matematikci tarafindan incelenip
daha titiz matematiksel temellere oturtulmaya
caligildr. Bunlann arasinda Bromwich, Carson, van
der Pol, Niessen, Doetsch, Paul Lévy gibi isimle-
rin §nde geldigini belirtmekle yetinelim ve daha
ayrintili bilgi edinmek isteyen okuyucuya da Jes-
per Liitzen'in cahgmalarim [L1,1.2] dnererek dist-
ribiisyonlarm matematiksel bir teori olarak ortaya
cikmasinda kilit rol oynayan ancak matematikgi
olmayan bir diger kiginin katkilarim inceleyelim.

IIT) 20. Yiizyil ve P.A.M. Dirac

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), orta
halli bir ailenin ikinci ¢ocugu olarak Ingiltere’nin
Bristol kentinde diinyaya geldi. Bristol Univer-
sitesinin elektrik miihendisligi boliimiinden 1921
yiinda, yani ondokuz yagmdayken, birincilikle
mezun oldu. Matematige biiyiik ilgisi vardi. Ba-
basimn tegvikiyle, mezuniyetinin ardindan aym tini-
versitede burslu olarak matematik egitimi gordii.
Sinavlardaki {istiin bagans: da ona Cambridge
Universitesine 1923 yihnda doktora dgrencisi ola-
rak kabul edilmesini sagladi. Odaklanmak istedigi
konu, o siralarda iistiinde gok ¢abgilan, Einstein'm
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bzel ve genel gbrecelik teorileriydi. Universiteye
giriginin altinci aymn sonunda istatistiksel me-
kanik konusunda ilk iki makalesini yazdi. Camb-
ridge’deki iinlii fizikcilerden Fowler'in kuantum
teorisi derslerine katildi ve konuya biiyiik ilgi
duydu. Bohr, Heisenberg, Pauli ve Schrodinger
gibi biiyiik fizik¢ilerin ¢alismalar vasitasiyla kuan-
tum mekaniginin fiziksel ilkelerinin formiile edildigi
bir donemde Fowler'in aragtirma asistam oldu.
1924 yilinda kuantum problemleriyle ilgili makalesi
yaymnlandi. Ardindan son derece iiretken bir dénem
bagladi. Yazdig: makaleler kuantum mekaniginin
kurucu gahigmalar: arasinda sayilir. 1926 yilinda
bitirdigi doktora tezi “kuantum mekanigi” baghkh
ilk tez olarak bilinir.

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)

Dirac, 20. yiizyihn en bityiik fizikgilerinden biri-
dir. Modern kuantum teorisinin kurucularindandir.
Pozitron adiyla bilinen temel tanecigin varhgini
teorik olarak tahmin etmesi ve ardindan ta-
necigin yliksek enerji laboratuarlarinda gozlem-
lenmesi bilimin en biiyiik buluglarindan biri ola-
rak degerlendirilir. Say1siz onursal ve diger ddiille-
rinin arasinda en bagta 1933 yilinda heniiz 31
yagindayken Schrédinger’le birlikte paylastigi No-
bel Fizik Odiilii gelir. -

Bu olagantstii kiginin yagarm ve caligmalariyla
ilgilenen okuyucuya Graham Fermelo’nun yazdig
- titiz biyografiyi [F'1] dnerelim ve tekrar Dirac’in
doktora tezine donelim, ¢iinkii konumuzu yakindan
ilgilendiriyor. Dirac’m tezinin daha genigletilmis
hali 1930 yiinda kitap olarak basild: [D1]. Ku-
antum mekanigi iizerine yazilmig ve klasik olmus
birkag kitaptan biridir: 85 yil sonra bile basilmakta
olup ileri diizey kuantum mekanigi derslerinin
olmazsa olmaz kaynaklarindan biridir. Kitabm
1967°de basilan diizeltilmis 4. baskisimin 58.
sayfasinda 15. bolimiin baghg “Delta Fonksi-
yonu”dur! Ancak, Dirac’in adiyla tinlenen bu “fonk-
siyon” ashnda ilk kez 1927 yilinda yazdig1 bir ma-
kalede [D2] tamunlandi. Bu nedenle énce 1927°de
yaymnlanan makalesinden konumuzla ilgili bir alint1
yapalim:

Tabii ki 6(z), ="in tam anlamayla gergek fonksi-
yonu olmaywp yanhzca belli bir fonksiyon dizisi-
rnan limiti olarak ele alnabilir. Yine de §(z) kuan-
tum mekaniginin bitin amaclar icin sanki gercek
bir fonsiyonmus gibi, yanhs sonuclar elde etme-
den kullanilabilir. 6(z) ’in diferansiyel katsaylar,
yani &'(z),0"(z),... de kullaniabilirler ki bunlar
6(z) 'ten daha da az “gercek” ve daha da sireksiz-
dirler.

Simdi de “Kuantum Mekaniginin ilkeleri” adl

kitabinin [D1] yukarida belirttigimiz boliimiinden
uzunca bir alint1 yapalim:
10. bolimdeki hesaplarimaz bizi belli bir son-
suz tipini igceren buytklikleri gézéniine almaya
gétirdi. Bu sonsuzluklarla ilgilenmek amacwyla
kesin bir notasyon elde etmek icin x parametre-
sine bagh ve agaqidaki kogullary saglayan bir §(z)
biiyiikligund one striyoruz:

f+°° d(z)dz=1, &z)=0Vz#0 (1)

—00

8(z) in geklini elde etmek icin = reel degiskenli bir
fonksiyon alin, éyle ki z = 0 noktasmni iceren (di-
yelim € uzunlugunda) bir archfin disinda heryerde
sifur olsun, ve bu aralikta o kadar biiytik olsun ki
aralik tdzerindeki integrali bire egitlensin. Fonksiyo-
nun bu arahktaki tam seklinin onemi yoktur, yeter
ki gereksiz ¢ilginca dedisimler olmasin (6rnegin,
yeter ki fonksiyon hep €~ derecesinde olsun). O
zaman € — 0 limitinde bu fonksiyon §(z)’e gide-
cektir.

0(z), = 'in matematikte bilinen tanimiyla ve-
rilen bir fonksiyon degildir (tansmlandige kiime-
nin her noktasinda belli bir dederi olmasi gere-
kir); daha genel bir olgudur. Fonksiyonun bilinen
tanamandan farkine géstermek icin ona “uygunsuz
(improper) fonksiyon” diyebiliriz. Bu nedenle ma-
tematiksel analizde bilinen fonksiyonlar gibi kul-
lanalabilecek bir buyuklik olmayp, tutersizhklarin
dogmayacadr asikar olan baz basit cinsteki ifade-
lerde kullomlmakla sinsrlandirlmabdar.

0(x)%in en onemli ozelligi asafidaki esitlikle
orneklenir

=00

f(2)é(z)dz = £(0), (2)

burada f(z), z’in herhangi bir sirekli fonksi-
yonudur. Bu egitlifin gecerlilifini §(z)’in yu-
karida verdigimiz geklinden kolayca gorebiliriz.
(2) esitliginin sol yan: f(z)’in sadece sifirin
[baslangic noktasinin/ cok yakwandaki degerlerine
baghdur, biylece temel bir yanhs yapmadan f(z) '
sifirdaki [baslangie noktasindaki/ degeri olan f(0)
ile degistirebiliriz. Boylece (2) esitligi (1)’deki ilk
denklemden elde edilir. (2)’de sifir noktasinda bir
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degisim yaparak, herhangi bir gercel a says: igin
“+oo

L.
formiilini elde ederiz. Bu nedenle z’e bagly bir
fonksiyonun 6(z — a) ile carpildign tiim z degerleri
tizerinden integralinin alinmass, © yerine a kon-
masi iglemiyle dzdestir. Bu genel sonug, = ’in fonk-

siyonunun skaler olmayyp, x’e bagh bir vektor ya
da lineer operator oldugu durumlarde da gegerlidir.

f@e—a)dz=1@), ()

(2) ve (8) bize sunu gésteriyor ki, uygun-
suz (improper) bir fonksiyonun kendisinin i
tanwmlanmag bir dederi olmamakla birlikte, bir in-
tegrandda bir ¢carpan olarak ortaya ¢iktifinda in-
tegralin tyi tamimlanmag bir degeri vardir. Kuan-
tum teorisinde, ne zaman ki bir uygunsuz fonk-
siwyon ortaya ¢ikarsa, bu sonug olarak bir integ-
randwn icinde kullamilacakiyr. Bu nedenle, teoriyi
tum uygunsuz fonksiyonlars integrandlarin icinde
olacak bicimde yazmak mimkiin olmabhdir. Boylece
uygunsuz fonksiyonlar tiimden bertaraf edilebilir.
Uygunsuz fonksiyonlarn kullanima bu nedenle te-
orideki herhangi bir ihtimam eksikliginden kaynak-
lanmayp, bir kwsun iliskilers 6zli bir bicimde yaz-
mamiz olanaklr kilan kullanish bir notasyondur.
Eger bu iliskiler: uygunsuz fonksiyonlar: kullanma-
dan yeniden yazmaemiz gerekirse bu mumkundir,
fakat bu da tartismayr anlasimaz bir hale getirerek
hantal bir bicime dondgtirebilir.

¢ fonksiyonunu tanamlamanin bir baska yolu,

e(x):{o z<0 @

1 =0

seklinde tanymlanan e(z) fonksiyonunun diferan-
siyel katsayst € (z) olarak almaktwr. Bunun bir
onceki tammla dzdeg oldudunu (8)’in sol tarafinda
d(z) yerine €' (z) koyup kismi integrasyon yaparak
dogrulayabiliriz. g1 ve gs iki pozitif say ise

a1

f(z)é (z)dz

=92

= f@e@)®, - [ F@eaae

=f@ﬂ—£1f@ﬂw
= 1(0)

elde edilir, ki bu da (2) ile uyumludur. Siireksiz
bir fonksiyonun turevini aldifimaz her durumda
 kargymaza § fonksiyonu gikar.
Bu uzun alntidan goriildiigh gibi, Dirac
olaganiistii 6nsezisiyle § fonksiyonuna atfedilebi-
lecek en 6nemli dzellikleri matematiksel olarak titiz
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bir dil kullanmadan ifade etmeye ga.l1§1y0r fakat
daha Gtesine gidememigtir.

Daha da garpic olan bir olgu varsa o da Dirac
fonksiyonuyla benzer ozellikleri iceren bir fonksi-
yonun cok daha 6nceden Heaviside tarafindan kul-
lanilmig olmasi! Goriilen o ki, Dirac’in Heaviside'in
bu calismasindan haberi yok:

Eder y'nin siirekli bir fonksiyonunu, f(y) diyelim,
u ile gosterilen ve sadece y = = noktasinda varolan
bir impuls fonksiyonuyle carparsak, ¢arpim agiktar,
o noktamn diginde her yerde syfirdir, ve o noktada
da sonsuzdur. Fokat eger biz u - f(y) 'nin uzaydaki
toplamana alirsak sonug f(z) tir. Cunki v sadece =
noktasinda vardir, ve toplarma da 1°dir. Bu nedenle
eger limitler z noktasina iceriyorsa

/ uf(y)dy = f(z)

elde edilir. Aksi takdirde sonug sifirdir.[H2, sayfa

93]

IV) 20. Yiizyil ve Laurent Schwartz

1940’11 yallarin baglarina geldigimizde Laurent
Schwartz'in Heaviside’in yukarida s6ziinii ettigimiz,
Proceedings of the Royal Society’de yayimlandiktan
sonra derginin sayfalarimin kendisine yasaklandig
iki makalesini, Dirac’m kitabim1 ve Dirac fonk-
siyonunu kullandigi makaleyi dikkatle okudugu,
ve yazdiklarindan etkilenip (3) denklemindeki
integrale matematiksel olarak uygun bir an-
lam vermeye galigtig1 asikardir. Girig boliimiinde
goziinil ettigimiz “Théorie des Distributions” ki-
tabimin genigletilmig 2. baskisina girig béliimiinde
soyle diyor:

50 yldan fazla bir zaman var ki mihendis Heaviside
sembolik hesabinin kurallarimi, fizik problemleri-
nin ¢oziminde ¢ok zor savunulabilir matematiksel
hesaplarmn bulundugu gézipek bir makalesinde su-
nuyoerdu. Bu sembolik ya da operasyonel hesap o
zamandan bert hic durmadan gelisti, ve bugin elek-
trikeilerin ¢alismalarina temel olusturuyor. Mithen-
disler bunu sistematik olarak, herbiri kendi an-
ladiga bigimiyle ve vicdani iy kot sarih olarak kul-
latuyorlarder. Giderek “pek ihtimaml dedil ama ga-
yet basaril” bir teknik olmustur. Dirac meshur §(x)
fonksiyonunu dne strdiigunden beri, ki bu fonksi-
yon r = 0 disinda her yerde sifirdir, ve z = 0°da
sonsuzdur oyle ki

/+W d(z)dr =1

—0a
saglayan, sembolik hesabwn formiilleri matema-
tikgilerin ihtimama agisindan giderek daeha da ka-
bul edilemez olmuslardir. T < 0 4¢in 0’a egit, ve
x> 0 icin 1’e esit Y(x) Heaviside fonksiyonunun
turevinin, tanwmu bile matematiksel olarck celiskili
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.\ olan Dirac §(z) fonksiyonuna esit oldugunu yaz-
mak, ve bu fonksiyonun gercel varhktan yoksun
olan &'(z), 6" (z) . .. tirevlerinden sz etmek, iste
* bu bize tarunan sirlare agmakiir. Bu yontemle-
' rin bagarisy nasil agrklanar? Boyle celiskili bir du-
. rum ortaya aktiginda, fizikeilerin kullandigr dilin,
L dedisik bir bicimde de olsa, yeni bir matematik-

| rece nadirdir; hatta burada matematigin ve fizigin
| geligmesi igin Gnemli bir kaynok vardar.[S, sayfa
L 3-4]

Laurent Schwartz (1915-2002)

Laurent Schwartz’in distribiisyon kavramim
matematiksel temellere oturttugu ilk makalesi
1944 yihnda yaywinlandi. Ardindan yazdigh maka-
lelerde fonksiyon kavraminin genellestirilmesini
iki agamada sundu: Ilkinde fonksiyonu 8l¢ii kav-
ramiyla, ardindan da 6lgii kavramm da dist-
riblisyon kavramiyla genellestirdi. Bu ge-
nellegtirmenin sonucunda fonksiyonlar kiimesi dist-
ribiisyonlar kiimesine genisletilmis oldu: Boylece
her fonksiyon belirli bir distribiisyon olarak ele
alnabilir, ancak her distribiisyon bir fonksiyon
olarak ele almamaz. Distribiisyonlar teorisinde
tiirevin 6zel bir konumu vardir. Tanim oyle ol-
mahdir ki normal olarak tiirevlenemeyen bir fonk-
siyonun, distribiisyon olarak ele alindiginda her
zaman tirevi olur, fakat bu tiirev de artik bir
fonksiyon degil, distribiisyondur. Bu nedenledir ki
distribiisyonlar giiniimiizde diferansiyel hesapta
yaygin bigimde kullamlmaktadirlar, glinkii her
zaman klasik anlamda olmasa bile distribiisyonel
anlamda tiirevlenebilirler. Dolayisiyla diferansiyel
hesapta bir problemin ¢8ziimii distribiisyon olarak
elde edildiginde bu distribiisyonun bir fonksiyon
olarak ele alimp alinamayacagini aragtirmak da
konuyla ilgilenenlerin iizerinde yogunlagtig1 bir
ugragtir, -

Laurent Schwartz'in gelistirdigi teoride dist-
ribiisyonlar uygun fonksiyon uzaylarinda (ki bun-
lara test fonksiyonu uzay: diyoruz) tammlanmig

lineer siirekli fonksiyonellerdir. “Uygun” sifatindan,
ornegin sonsuz kez tiirevlenebilir, ayrica tikiz bir
kiimenin diginda kendi ve tiim tiirevleri sifir olan ya
da argiimam sonsuza giderken kendi ve tiim tiirev-
leri de hizla sifira giden fonksiyonlar: anlhiyoruz. Bu
uzaylarin yapilarina gore distribiisyonlar: iceren
diial uzaylar da belli dzellikleri icerirler, ornegin
Fourier analizine kimileri daha uygun olur.

Ornek olarak, f bir test fonksiyonu, 7' de f’nin
ait oldugu uzayda tammlanmig bir distribiisyon
olsun. T"nin f {izerine uygulanmasimin sonucunu
su gekilde yazabiliriz:

o0

T() =< 1,5 = [ 1) (o)

Gériildiigii gibi, sanki T’nin f iizerinden “ave-
rajim” aliyormuguz gibi bir ifadeyle kars1 kargiyayiz.
T’nin lineer bir fonksiyonel oldugu acik. Siirekli
oldugunu ise f’nin ait oldugu uzaym topolojisini
de ise katarak kanitlamak gerekiyor.

Yukarida tammladigimiz < T, f > ifadesine
bakarak 7"nin neden sonsuz tirevlenebilecegini
anlayabiliriz: f test fonksiyonu olarak sonsuz kez
tiirevlenebileceginden kismi integrasyon vasitasiyla
su egitligi hemen yazmamiz miimkiin:

]

e rs = / T'(z)f(z)dz

—0a

+oo
= @IS - [ T@)r s

—0oo
=By,

T, fr=(CIP < T, /) 5

Siir terimleri tabii ki test fonksiyonu sonsuzda
sifir oldugundan higbir katkida bulunmuyorlar. Di-
rac distribiisyonunu gu gekilde tammlayabiliriz:

+co

5(f) =< 6, f >i= / 5(z)f(x)dz = £(0)

-0

Hatirlayacagimiz gibi, Dirac’in “improper”
fonksiyon dedigi ve bugiin kendi adiyla andigimiz
distriblisyonun ancak integral igareti altinda
tanimlanabildigi ve kendi bagmna bir ifade etmedigi
gerceginin Laurent Schwartz matematiksel olarak
bu gekilde kabul edilmesini saghyor.

Yine benzer hesaplarla, Heaviside fonksiyonu-
nun distribiisyonel tiirevinin Dirac distribiisyonu
oldugunu kolayca gosterebiliriz. Uygun bir test
fonksiyonu uzayinda herhangi bir f fonksiyonu
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icin:
+oo
<H'f >:=/ H'(2)f(2)dz

+eo
= 2) f(z)] " — "(z)dz
= [H(@)f(z) [0 f(a)
= f0)=<6,f>e H %

Yine Dirac'in anlatimindan kalkarak bir fonksiyon
dizisinin de distribiisyonel anlamda limitinin Dirac
distribiisyonu oldugunu gostermek miimkiin:

N* sifirdan farkh dogal sayilar igin, {fn}nene
bir pozitif fonksiyon dizisi olsun, éyle ki

e supp(fa) =3 {0}

+0oo
fn(x)d:c =1

e lim
n—co

kosullarim saglasinlar. n — oo igin {fn}nens di-
zisinin distibiisyonel anlamda Dirac distribiisyo-
nuna yakinsayacagim gostermek istiyoruz; diger
bir deyisle

7. — 00 igin fng:'é.
@ € DMR), her n € N* icin supp(p) N

supp(fn) # 0 kogulunu saglayan bir test fonksi-
yonu olsun. Bu durumda

Jim [ o‘}fn(:c)w(z)dz— ( )
+oo +oo
= lim n fn(z)p(z)dz — lim | fn(z)p(0)dz
-+00
= lim [ fn (2)[p(z) — p(0)]dz

yazabiliriz. Son esitligin sagindaki integralin mut-
lak degerini alirsak

+o00
| /: fa(@) [0(2) — (0)] dz]
- +o0
< sup |p(z) - o(0)] fn(z)dz
zE€supp fn ey
+00
= |lim [ fa(=)[e(e) - ¢(0)]da] =
buluruz, ¢iinkii
i) +mfn(m)dm"3°1;
i) suwp_|p(z) - p(0) 20
zEsuppfn

giinkii supp(fn) =3 {0}
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+oo
= lim fa(z)p(z)dz =

©(0)

= lim < frrvp >=9(0) =< 4,90 > Yo € D(R)

<> lim f,, — 6.
n—+00

Bu verdigimiz 6rnek, aslinda yukarida Diracin
kitabindan yaptigimiz uzun alintida kendisinin e
arglimaniyla nasil ¢ distribiisyonuna limit iglemiyle
varilabilecegini, distribiisyonlarm kendi dilinde
nasil kamtlanabilecegini gésteriyor.

Bir diger 6rnegi de fonksiyonlar dizisi olarak
Gauss dagihimlarim alarak verebiliriz: {fn }nen-,

fn(z)

ifadesiyle verilen bir fonsiyon dizisi olsun. Bu fonk-
siyon dizisinin, n sonsuza gittiginde, distribiisyo-
nel anlamda, ¢ distribiisyonuna yakinsayacagim
gostermek istiyoruz. Test fonksiyonlarimizi yine
D(R) uzaymndan secelim, ve supp(y) C K olsun.
Kanitlamak istedigimiz ise

-—1[‘!’7.2.'.."

nﬁ_{l:azc|<fn,(p>—<5,go>|=0-

egitligi. Burada
+00

T o
<fupz=n: [ e

-0

+00
— /- e
—00

yazabiliriz. Bu nedenle

p(z)dz

—mt? 3
p(~)dt

|< fn,(p>-—<5,(p>|

-1[
(D)t - ol0) |

I 2

+oa 5
=1 e o)~ e

“+00
—00

& Lot +m|t| S =5 0
< pseple'(e)] [t -

™ p(L)dt ~ p(0)}

+co
e~ dt |

" L(e)dt e €0, [ (Ont. def teo)

supp(¢’) C K oldugundan sup|¢’(e:)| < oo, in-
tegral da sonlu oldugundan egitsizligin n sonsuza
giderken sifira gidecegi agiktir.

Boylece
A n 50
oldugunu kanmitlamg olduk.

Konuyla ilgili daha ayrintih bilgi icin okuyu-

cuya yazinin hazirlamsinda yararlanmig oldugumuz
kitap ve makalelerden olusan kaynakcadaki eserlere
basvurmalarini 6nererek yazimizi bitirelim.
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Tesekkiir: Yazinm hazirlanmasinda temel kaynak-
lardan biri olan Liitzen'in kitabim [L1] bulabil-
memde hizir gibi yetisip cagdasg teknolojiyi kulla-
narak eski bildik yontemlere oranla ne kadar cabuk
ve verimli bir bigimde kaynaklara ulasabilecegimi
bana hatirlatan Alp Bassa'ya ne kadar tegekkiir
etsem azdir.
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Nesin Matematik Koyii'nde Matematiksel Fizik Yaz Okulu:
22 Agustos-4 Eylil 2016

Bu yaz NMK matematiksel fizik alaninda iki hafta boyunca yogun bir programi igeren yaz
okuluna ev sahipligi yapacak. Amaclanan, gerek Tiirkiye'den gerekse yurt disindan katilacak
40 kadar 6grenciye matematiksel istatistiksel mekanigin bugiinlerde yogun aragtirma yapilan
' boliimlerini, bu alanda diinyaca otorite olarak taninan uzmanlar
aracihifiyla derinligine incelemek, ve katihimcilar: bu konularda aragtirma
yapmaya tegvik etmek. Derslerin konular: ve hocalan gu sekilde:

“Metastability”: Anton Bovier (University of Bonn, Almanya), Frank
den Hollander (Leiden University, Hollanda);

“Critical Phenomena and Renormalisation Group”: David Bryd-
ges (Emeritus, University of British Columbia, Kanada), Gordon Slade
(University of British Columbia, Kanada);

“Renewal Structures in (Lattice) Models of Statistical Mecha-
nics”: Dmitry Ioffe (Technion, Haifa, Israil), Yvan Velenik (University
of Geneva, Isvigre)

Her ders toplam 18 saat siireceginden katihme: 6grencilere oldukga ayrintili
bir sunum yapilmasi hedeflenmektedir. Katilacak dgrencilerin Yiiksek
Lisans ya da Doktora 6grencileri diizeyinde olmalar, ileri diizeyde olasihik
teorisi bilmeleri onlarin bu yaz okulundan yararlanmalarina yardimc
olacaktir. Giinde ii¢ adet 90 dakikahk dersin diginda, aksamlar arzu
eden Ogrencilerin aragtirma yaptiklar konuda en fazla 30 dakikahk bir
sunum yapmalan tegvik edilecektir. Ayrica derslerin igerigi ve onkosullar1 da hocalar tarafindan
belirtilmektedir. Bu konuda ayrintili bilgi yazokulunun agagidaki web sayfasindan edinilebilir:

https://matematikkoyu.org/eng/events/2016-fizik/program.php

Yaz okuluna kayit siireci baglarms olup Mart ayimin sonuna kadar devam edecektir. Katilmay:
arzulayan Ogrenciler arasinda okul iicretini 6demekte zorluk cekecek dgrencilerden en fazla 10
tanesine Nesin Matematik K6yii kismi burs vermektedir. Daha ayrintih bilgi i¢in yukardaki web
sayfasinda adlar: ve email adresleri verilen diizenleme komitesi iiyeleriyle temasa gegilebilir.
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